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Thermomeehanische Eigensehaften eines Systems harter 
Kugeln mit temperaturabhiingigem, effektivem Durehmesser 

Von 

E. Wilhelm 
Aus dem Institut fiir Physikalische Chemie der Universit/~t Wien, 0sterreieh 

Mit 4 Abbildungen 

(Eingegangen am 18. Dezember 1973) 

Ther,momechanical Properties o/ a Hard Sphere Fluid with 
Temperature Dependent E/]eetive Hard Sphere Diameter 
Equations for the isobaric coefficient of thermal expansion 

ap, thermal pressure coefficient "(v, and isothermal compress- 
ibility ~,  of a hard sphere fluid are obtained in terms of the 
respective liquid density, effective hard sphere diameter 
and its temperature dependence l = (d r with the aid 
of the equation of state for a hard sphere fluid due to Carnahan 
and Starling. In addition, the temperature dependence of the 
thermal pressure coefficient is calculated, the results being 
in good qualitative accord with experiment. Differences 
between calculated and observed values are discussed and 
several derived quantities (starting with u are calculated. 
Specifically, the volume dependence of the molar heat capac- 
ity at constant volume Cv, a property which is not easily 
accessible experimentally, is determined; agreement with 
published values is quite satisfactory. 

E i n l e i t u n g  

Die radiale Verteilungsfunktion eines Systems harter Kugeln (HK)  
entspricht qualitativ der dos fltissigen Argon 1-s. Daraus wurde die 
Modellvorstellung abgeleitet, dab die molekulare Konfiguration einer 
realen Fltissigkeit im wesentlichen mit der einer entspreehenden H K -  
Fliissigkeit tibereinstimmt: die reale Flfissigkeit kann als HK-Flfissig- 
keit aufgefai3t werden, der ein gleichfSrmiges Untergrundpotential 
fiberlagert ist, welches den zwisehenmolekul~relt Krgften l~echuung 
gr~tgt. Das Untergrundpotential wird proportional der Teilchendiehte 
allgesetzt und die Proportionalit/itskonstante a als unabh/ingig yon 
Temperatnr und Volumen angenommen (wegen der letzterea Annahme 
sieheT-9). Damit erh/~lt man far die Freie Ertergie naeh Helmholtz 

F = FHIt - -  a /V,  (1) 

19" 
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wobei  FHK den HK-Anteil  darstellt und V das Molvolumen bedeutet. 
Fiir die Zustandsgleiehung ergibt sich dutch Ableitung yon G1. (1) 
naeh dem Volumen: 

P V / R T  ~ PHK V / R T  - -  a / R T V .  (2) 

Zur Berechnung verschiedener thermodynamischer und mecha- 
niseher KenngrSi3en aus GI. (1) oder (2) ist somit eine genaue Kenntnis 
des HK-Beitrages unerli~lieh. Als einfache analytische Zustands- 
gleiehung, die sich yon 4er aus Computer-Experimenten herriihrenden 
praktiseh nicht unterscheidet, bietet sieh die Zustandsglcichung yon 
Carnahan und Starling 1~ 11 (CST) an: 

PH~:V/RT := Z ~- (i -y y -[- y2 __ya)/(1 ~ y)3. (3) 

Hier bedeutet y ~ N ~ a3/6 V, a ist der HK-Durehmesser  ua4 N ist 
Avogadros Konstante (6,02252. 10 23 mol-1). In einer friiheren Arbeit 
hat  der Autor 12 die residuellen thermodynamisehen Eigensehaften 
(F*, G*, S* etc.) eines solehen dureh G1. (3) besehriebenen Modell- 
systems angegeben, wobei noeh die Temperaturabh~ngigkeit des (effek- 
tiven) Kugeldurchmessers la explizit beriicksichtigt wur4e. Die in ge- 
schlossener Form erhaltenen Ausdrtieke waren Funktionen von y und T 
und gegebenenfalls yon 1 = (4 (~/dT)/(~ un4 d l / d T  14, 15. Auf die 
Bedeutung einer solchen Vorgangsweise ist schon yon O'Connell und 
Prausnitz  16 hingewiesen worden. 

Es schien nun interessant, auch die thermomechanischen Eigen- 
schaften eines solchen HK-Systems zu ermitteln und insbesondere den 
EinfluB der Temperaturabhs von a mit Hilfe des linearea 
Ausdehrmngskoeffizienten l des (effektiven) HK-Durchmessers zu 
untersuehen. Als Ausgangspunkt dient G1. (3). Die Verwendung 4er 
Ergebnisse in einem modifizierten van der Waals-Model117, is wird in 
einer sp~teren Arbeit behandelt werden. 

Die  m e e h a n i s c h e n  K o e f f i z i e n t e n  

Der isobare thermische Ausctehnungskoeffizient v.p, die isotherme 
Kompressibilits ~T und der thermische Spanaungskoeffizient yv sind 
durch ~p = (~ V/D Y)p /V ,  ~T ~- - -  (~ V/~ P ) T / V  und yv --~ (~ P/~ Tv)  
definiert. Diese Koeffizienten siad miteinander 4urch die Beziehung 
~T = ~p/~V verkniipft. 

Durch Ableitung yon G1. (3) nach der Temperatur erhi~lt man 

1 / ~ V '  i I ( ~ Z )  
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Daraus ergibt sieh wegen 

( ) (~Z) 4y§  ~ 
Y = y ( 3 l - - ~ p )  und ~T  p ~-T p ----- (I __y)4 ( 3 / - -  gp) (5) 

fiir den Ausdehnungskoe//iziente~ eirms Systems barter Kugeln 

1--2y3 + y4 2y + 2y2--y3 
0Cp = T(1 d- 4y  + 4y  s - - 4 y  s + y4) d- 6l 1 + 4y  + 4 y 2 - - 4 y  s + y4 " 

Im Falle einer konventionellen CST-Flfissigkeit mit l ~ 0 bleibt nut  
der erste Term auf der rechterl Seit~e vo~ GI. (6) erha.lte~. 

Die theoretisch interessanteste GrSl~e ist zweifellos der thermische 
Spannungskoe//izient (siehe z. B. Kohler 7 und RowlinsonIS). Aus G1. (3) 
und 

(OY) =3ly  sowie (~Z) _=612y+2yu-y3 
OT V ~T v ( 1 -  y)4 (7) 

folgt 

R l + y + y 2 - - y S  6RTl2y+2y~--ya  
yv = V (1 __y)a + V (1 __y)4 (8) 

Der Spannungskoeffizient eines konventionellert CST-Systems (mit 
l = 0) ist somit durck yv = ZR/V = PHK/T gegebe~. 

Die isotherme Kompressibilitdit einer HK-Fliissigkeit ergibt sich 
schlieBlich ans G1. (6) und (8) zu 

~T -- V (1 - -  y)4/[RT (1 + 4 y + 4 y2 ~ 4 y3 -4- y4)]. (9) 

DiG Ableitung yon G1. (2) naeh T bei konstantem Druck (bzw. 
naeh P bei konstanter Temperatur) weist neben dem HK-Anteil  noch 
einen Beitrag anf, der yore Anziehungsterm --a/V 2 herriihrt ~7, is 
Ftir den Spannungskoeffizienten folgt aus dem van der Waals-Modell 
GI. (2), daft yv = yv, HK. In Tab. 1 werden experimentelle Werte 19 des 
Ausdehnungskoeffiziertten, des Spannungskoeffizienten und der Kom- 
pressibilit/~ einiger Fltissigkeiter~ mit  den HK-Ergebnissen verglichen. 
Der Vergleich erfolgt am jeweiligen Tripelpunkt, die Substanzen sind 
etwa nach steigender Anisotropie angeordnet. Die HK-Ergebnisse 
wurden unter Verwendung bekannter Werte yon V und a erhalten 2~ 
wobei es notwendig war, den effektiven HK-Dnrchmesser bei der je- 
weiligen interessierenden Temperatur zu bestimmen. Dies erfolgte 
unter Verwendung des linearen Ausdehnungskoeffizienten 14 l und der 
Beziehung 

(~T = aT0 [1 + I ( T - -  T0)J, (10) 

wo s• 0 den HK-Durchmesser bei einer Bezugstemperatur To bedeutet. 

(6) 
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Die effektiven HK-Durchmesser  von Kohlenstoff tetrachlorid und 
Benzol wurden durch Anwendung der ,,scaled part icle" Theorie auf 
die LSslichkcit yon  Gasen in Fliissigkeiten gewonnen 2~ der des 
Methans s t ammt  aus 2G. Die Ermi t t lung  des HK-Durchmessers  yon 
Argon erfolgte aus dem Grenzvolumen der dichtesten Packung  s (am 

Tripelpunkt):  V0 ~ N ~3/1/~ = 17,955 cm 3 mol -L  Beztiglich der Proble- 

200 c 

Arisen 

\:'i ............... 160 
" ,  Iler.  " - - "  . . . . .  . 
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.6 .7 .8 .9 I0 I.l 0 1 

0.4 
T/To 

Abb. 1 
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Abb. 1. l~eduzierter thermiseher Spannungskoeffizient yon Argon. Die 
yon der S/~ttigungslinie (zwisehen den Punkten o bzw. A) wegfiihrenden 
Kurven stellen Isoehoren bei versehiedenen reduzierten Diehten d/de dar. 
Die ausgezogenen Linien sind exper. Ergebnisse (e) (siehe ~), die strichlierten 

wurden mit Hilfe yon G1. (8) und (10) bereehnet (b) 

Abb. 2. Reduzierter thermiseher Spannungskoeffizient yon Methan, Koh- 
lenstofftetraehlorid und Benzol. Alle Zeiehen haben die gleiehe Bedeutung 
wie in Abb. 1. Die Werte f/ir CC14 und C6I-I6 am kritisehen Punkt '  un~er- 
seheiden sieh nur wenig vom Wert des Me,hans: CC14 = 7,08 (exp.) unf f  

6,10 (bereehnet); C6tt6 = 7,08 (exp.) und 5,85 (berechnet) 

mat ik  der Wahl  des , ,besten" HK-Durehmessers  sei auf 27, 2s hin- 
gewiesen. 

Fiir Argon ist eine gute fJbereinst immung des berechneten Spannungs- 
koeffizienten mit  dem experimentellen festzustellen (siehe oben). Mit 
zunehmender  Abweichung v o n d e r  Kugelgestalt ,  d. h. mit  zunehmender  
Anisotropie der Wechselwirkung, wird diese N/~herung jedoch immer 
schleehter. Mit anderen Worten,  ftir relativ komplexe Fliissigkeiten, 
wie CC14 oder Benzol, kann  der van der W a a l s - P a r a m e t e r  a in G1. (1) 
nicht  mehr  als tempcraturunabh~ingig angesetzt  werden. 
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T e m p e r a t u r a b h s  

Die Bereehnung der Temperaturabhs yon yv aus G1. (8) stellt 
einen wiehtigea Test auf die Anwendbarkeit des Modells dar. Die 
Xnderung yon 7v yon Argon ls der S(ittigungskurve wurde mit 
Hilfe yon G1. (10) und (8) ermittelt. Abb. 1 zeigt den Verlauf des redu- 
zierten thermischen Spannungskoeffizienten in Abh~ngigkeit yon der 
reduzierten Temperatur zwischen Tripelpunkt (Tt) und kritischem 
Punkt  (To). Ftir die Bereehnung wurde angenommen, dab 1 im betrach- 
teten Temperaturbereieh konstant ist. Die (Jbereinstimmnng mit dem 
Experiment ist gut. Abb. 2 zeigt die Temperaturabhgngigkeit yon 7v 
entlang der orthobarisehen Kurve fiir Methan, Kohlenstofftetraehlorid 
und Benzol (die experimentellen Werte wurden 19 entnommen). Wie 
erwartet, zeigt Benzol die grSBten Abweiehnngen yon der berechneten 
Kurve. 

Von grogem theoretisehen Interesse ist die ~nderung yon 7v mit 
der Temperatur entlang einer Isochoren. Aus G1. (8) erhs man 

(~yv I 12Rl 2 d-2y2--y '~  Y 
~T/v-- V ( l - - y )  4 ~- 

(11) 
6RT [dl 2y+2y2--y a ~-lOy2+ya--y 4] 

§  d T  ( 1 - - y p  § ( i - - y ) 5  " 

I)a der zweite Term im allgemeinen kleiner ist als der erste und 1 immer 
negat ivis t ,  ergibt sich Ifir (0 yv/~ T)v ein negativer Wert. Ffir Tempera- 
turen in der N/~he des Tripelpunktes ist dies in (Jbereinstimmung mit 
den spi~rlichen experimentellen Resultaten 7, ~9, ao und mit semiempiri- 
schen Abschtttzungen mittels einer modifizierten Tait-Gleichung 31-an 
(siehe auch weiter unten und Tab. 2). Der Verlauf der Isochoren wurde 
ffir Argon bei einigen Dichten fiber einen gr6geren Temperaturbereich 
berechnet nnd ebenfalls in Abb. 1 eingezeichnet. Die (Jbereinstimmung 
mit experimentellen Ergebnissen ist zufriedenstellend, erh~It man doch 
que~litativ das Verhalten der realen Fliissigkeit, w/~hrend ffir den Fall 
1 ~-0  die Isoehoren parallel zur Abszisse von der Sgttigungskurve 
weggehen. 

Der Temperaturgang des Ausdehnungskoeffizienten eines Systems 
harter Kugeln ist yon 4em der entspreehendert realen Flfissigkeit sehr 
verschieden. In der Umgebung des kritisehen Punktes wire[ keine 
starke Zunahme des Wertes festgestellt (vgl. dazu aueh Ritchie34). 
Abb. 3 zeigt den Verlauf yon ~p einer HK-Flfissigkeit in Abh&ngigkeit 
yon T, wobei die gew/~hlten Parameter denen yon Argon entlang der 
S/~ttigungskurve entsprechen. F fir die isotherme Kompressibilit/~t 
~T = ~p/yw der HK-Flfissigkeit ergibt sieh somit eine Temperatur- 
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abhgngigkeit, die kleilmr ist als die der korrespondierenden realen 
Flfissigkeit (siehe Abb. 4). 

Fiir die theoretisehe Behandlung des fliissigen Zustandes ist d er 
thermische Spannnngskoeffizient nnd daraus abgeleitete Gr6gen yon 
betr/iehtlicher Bedeutung (siehe etwa Hildebrand und Mitarbeiter 3~-3~, 
Rowlinson 19, Kohler v und Barton38). Zum Beispiel ist der Volums- 
koeffizieng tier Entropie dutch (0 S/O V ) T  = "~V gegeben nnd der Volums- 

f j 2 8 /" / 
/ 

Ttr/Tc 

T/T~ 

> 

,10- 

i / 10 e / ! 
i' 

r ,, 

i // b / 
I / ! 

/ j 
0 i 0.6 0.8 tO 

]'tr/Tt~ T/T c 

Abb. 3 Abb. 4 

Abb. 3. 

Abb. 4. 

Reduzierter Ausdehnungskoeffizien~ yon Argon entlang der 
orthobarisehen Kurve; e = experimentell, b = bereehnet 

Reduzierte isotherme Kompressibilit/~t yon Argon entlang der 
orthobarisehen Kurve; e ~ experimentell, b = berechnet 

koeffizient der inneren Energie (innerer Druck) ist mit  dem Spannungs- 

\ v v /  T 
daher direkt fiber G1. (8) zug/inglich (P kann in den meisten F/~llen 
gegeniiber T yv  vernaehl/issigt werden). Die Krfimmung der Isoehoren, 
(02P/0 T2)v = (i)yv/O T)v, gibt die Anderung der Molw/irme Cv mit 
dem Volumen wieder : 

(0 Cv/e V)T = 2" (0 7v/e T)v. (12) 

Wie bereits weiter oben ausgeffihrt wurde, weisen die experimentellen 
Ergebnisse auf einen kleinert negativert Weft  bin. Eia  negatives Vor- 
zeichen bedeutet eine Zunahme yon Cv mit  dem Druek; eine solehe 
Zunahme ist tatsgehlieh dutch direkte kalorimetrisehe Messungen an 
]~thanol von Bryant und Jones a~ naehgewiesen worden. 
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Mit der Beziehung G1. (12) zusammen mit G1. (11) verffigt man 
fiber sine M6glichkeit der Berechnung dieser schwer zug~nglichen GrSge, 
die insbesondere bei einer Diskussion der Atlderung yon Cv entlang 
der orthobarisehen Kurve in Termen der )[nderung mit Volumen und 
Temperatur yon :BedeutuI~g ist (vgl. Kohler und Wilhelm ~, 3~-3s): 

0 T/sat = \ ~T-] v -~ \ ~ V ] T ~-sat V. (13) 

Tab. 2 gibt die theoretischen und experimentellen Ergebnisse fiir 
(0 Cv/O V)T tiir einige Substanzert wieder. Die theoretisehert Werte 
(Spalte 1) wurden mit Itilfe yon G1. (11) und nnter der Annahme l = 
= eonst, berechnet. Beriicksiehtigt man die Temperaturabh/~ngigkeit 
des effektiven HK-Durchmessers nach Barker nnd Henderson 14, 4o so 
ls sich daraus d l/d T absch/ttzen 41. Obwohl die Werte fiir l und des- 
halb anch ffir d I/d T nach Barker urtd Henderson nieht unmittelbar 
mit denen yon Wilhelm 14 verglichen werden kSnnen, erh/~lt man doch 
einen Hinweis auf die GrSl~enordnung. Solche Schgtzwerte wurden 
benutzt, um die Ergebnisse der Spalte 2 in Tab. 2 zu berechnen. Be- 
achtet man die groBe Unsicherheit der experimentellen Werte, so ist 
die Ubereinstimmung durch~us befriedigend. 

Zusammenfassend sei noehmals darauf hingewiesen, daft alle me- 
chanisehen Koeffizienten und die daruus abgeleiteten GrSBen aus 
Beziehungen berechnet wurden, die im Prinzip keine anzupassenden 
Parameter aufweisen. Die einzigen Materialeigensehaften, die neben der 
Diehte der Fliissigkeit eingehen, sind 4er effektive HK-Durehmesser 
und seine Temperaturabh/~ngigkeit. Diese Daten k6nnen in unabhgn- 
giger Weiss gewmmen werden. In jenen Frilled1, wo im Rahmen der 
einfaehen van der Waals-Theorie kein Beitrag des Kohs 
- - a / V  zu erwarten ist, kSnrten die HK-Ergebnisse direkt mit den 
experimeatellen gesultaten vergliehen werden (etwa bei yv). Am 
Beispiel einer einfaehen realen Fliissigkeit wie Argon zeigt sieh, dal3 
die explizite Einffihrung des linearen Ausdehnungskoeffizienter~ 1 sine 
wesentliehe Verbesserung des Modells bedeutet. 
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