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Thermomechanische Eigenschaften eines Systems harter
Kugeln mit temperaturabhiingigem, effektivem Durchmesser

Von
E. Wilhelm

Aug dem Institut fiir Physikalische Chemie der Universitiat Wien, Osterreich
Mit 4 Abbildungen
{ Bingegangen am 18. Dezember 1973)

Thermomechanical Properties of a Hard Sphere Fluid with
Temperature Dependent Effective Hard Sphere Diameter

Equations for the isobaric coefficient of thermal expansion
ap, thermal pressure coefficient yy, and isothermal compress-
ibility B of a hard sphere fluid are obtained in terms of the
respective liquid density, effective hard sphere diameter o
and its temperature dependence ! = (d 6/dT)/c with the aid
of the equation of state for a hard sphere fluid due to Carnahan
and Starling. In addition, the temperature dependence of the
thermal pressure coefficient is calculated, the results being
in good qualitative accord with experiment. Differences
between calculated and observed values are discussed and
several derived quantities (starting with yy) are caleulated.
Specifically, the volume dependence of the molar heat capac-
ity at comstant volume Oy, a property which is not easily
accessible experimentally, is determined; agreement with
published values is quite satisfactory.

Einleitung

Die radiale Verteilungsfunktion eines Systems harter Kugeln (HK)
entspricht qualitativ der des fliissigen Argon-3. Daraus wurde die
Modellvorstellung abgeleitet, dall die molekulare Xonfiguration einer
realen Fliissigkeit im wesentlichen mit der einer entsprechenden HK-
Fliissigkeit iibereinstimmt: die reale Fliissigkeit kann als HK-Fliissig-
keit aunfgefafit werden, der ein gleichférmiges Untergrundpotential
itherlagert ist, welches den zwischenmolekularen Kriften Rechnung
tragt. Das Untergrundpotential wird proportional der Teilchendichte
angesetzt und die Proportionalititskonstante o als unabhingig von
Temperatur und Volumen angenommen (wegen der letzteren Annahme
siehe?~%). Damit erhalt man fiir die Freie Energie nach Helmholtz

F:FHK’_'G’/V: (1)

19*



292 E. Wilhelm:

wobel Fgg den HK-Anteil darstellt und ¥V das Molvolumen bedeutet.
Fir die Zustandsgleichung ergibt sich durch Ableitung von Gl (1)
nach dem Volumen:

Zur Berechnung verschiedener thermodynamischer und mecha-
nischer KenngréBen aus Gl (1) oder (2) ist somit eine genaue Kenntnis
des IHK-Beitrages unerldflich. Als einfache analytische Zustands-
gleichung, die sich von der aus Computer-Experimenten herrithrenden
praktisch nicht unterscheidet, bietet sich die Zustandsgleichung von
Carnahan und Starling® 1t (C8T) an:

PugVIRT = Z = (1 +y +y* —3)/(1 —y)>. (3)

Hier bedeutet y = N n 63/6 V, o ist der HK-Durchmesser und N ist
Awogadros Konstante (6,02252 - 1023 mol-1). In einer fritheren Arbeit
hat der Autor!? die residuellen thermodynamischen Eigenschaften
(F*, G%*, S* etc.) eines solchen durch Gl (3) beschriebenen Modell-
systems angegeben, wobei noch die Temperaturabhéngigkeit des (effek-
tiven) Kugeldurchmessers!® explizit beriicksichtigt wurde. Die in ge-
schlossener Form erhaltenen Ausdriicke waren Funktionen von y und 7
und gegebenenfalls von ! = (do/dT)/c und dijd T 1" Auf die
Bedeutung einer solchen Vorgangsweise ist schon von O’Connell und
Prausnitzt® hingewiesen worden.

Es schien nun interessant, auch die thermomechanischen Eigen-
schaften eines solchen HK-Systems zu ermitteln und insbesondere den
EinfluB der Temperaturabhingigkeit von ¢ mit Hilfe des linearen
Ausdehnungskoeffizienten [ des (effektiven) HK-Durchmessers zu
untersuchen. Als Ausgangspunkt dient Gl (3). Die Verwendung der
Ergebnisse in einem modifizierten van der Waals-Modell'?. 1® wird in
einer spiteren Arbeit behandelt werden.

Die mechanischen Koeffizienten

Der isobare thermische Ausdehnungskoeffizient «p, die isotherme
Kompressibilitit 87 und der thermische Spannungskoeffizient yy sind
durch ap = (@ V/3 T)p|V, Br = — (@ V|2 P)p/V und yy = (& Plo T'y)
definiert. Diese Koeffizienten sind miteinander durch die Beziehung
Br = ap/yy verkniipft.

Durch Ableitung von Gl. (3) nach der Temperatur erhdlt man

1{ev\ 1 1{ez
v (ﬁ)P =717 (ETT)F )
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Daraus ergibt sich wegen

oyy 04\  Ay+4y2—293
(5T)P—y(3l_‘mp) und (a—T)P—“—*—h(ity—)[l——'—(gbz—-—OﬁP) (5)

fiir den dusdehnungskoeffizienten eines Systems harter Kugeln

_ 1—2y3 + 94 Y 2y+2y2—y3
T4y + 4y —4yP + yd) 1dy +4y2—4y3 +yt-

Im Falle einer konventionellen CST-Fliissigkeit mit ! = 0 bleibt nur
der erste Term auf der rechten Seite von Gl. {6) erhalten.

Die theoretisch interessanteste Gréfle ist zweifellos der thermische
Spannungskoeffizient (siehe z. B. Kokler? und Rowlinson®). Aus Gl. (3)
und

ap

0y . [02 2y + 247 —y8
— == l 7 ———— — v v .z
(8T)V 3ly sowie (8T)V 61 1— ) {7}

A

folgt

_BltytyP—y? 6RTI2y+2y"—ys (8)
IV T A—=yp vyt

Der Spannungskoeffizient eines konventionellen CS7-Systems (mit
{ = 0) ist somit durch yv = ZR/V = Pug/T gegeben.

Die isotherme Kompressibilitit einer HK-Flissigkeit ergibt sich
schlieBlich aus Gl. (6) und (8) zu

Br =V {1 —y[RT (1 +4y +4y>—4y3 y9]. {9)

Die Ableitung von Gl. (2) nach 7T bei konstantem Druck (bzw.
nach P bei konstanter Temperatur) weist neben dem HXK-Anteil noch
einen Beitrag auf, der vom Anziehungsterm — a/V?% herriihrt17 18,
Fiir den Spannungskoeffizienten folgt aus dem wvan der Waals-Modell
Gl (2), daBl yv = vy, nx. In Tab. 1 werden experimentelle Wertel® des
Ausdehnungskoeffizienten, des Spannungskoeffizienten und der Kom-
pressibilitit einiger Flissigkeiten mit den HX-Ergebnissen verglichen.
Der Vergleich erfolgt am jeweiligen Tripelpunkt, die Substanzen sind
etwa nach steigender Anisotropie angeordnet. Die HXK-Ergebnisse
wurden unter Verwendung bekannter Werte von V und ¢ erhalten?®,
wobei es notwendig war, den effektiven HK-Durchmesser bei der je-
weiligen interessierenden Temperatur zu bestimmen. Dies erfolgte
unter Verwendung des linearen Ausdehnungskoeffizienten4 [ und der
Beziehung

or = org [1 + (T — Ty)], (10)
wo o7y den HK-Durchmesser bei einer Bezugstemperatur 7'y bedeutet.

(6)
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Die effektiven HK-Durchmesser von Kohlenstofftetrachlorid und

Benzol wurden durch Anwendung der ,scaled particle’ Theorie auf

die Léslichkeit von Gasen in Fliissigkeiten gewonnen?0-2%, der des

Methans stammt aus?®. Die Ermittlung des HK-Durchmessers von

Argon erfolgte aus dem Grenzvolumen der dichtesten Packung® (am

Tripelpunkt): Vo = N &3/ V 2 = 17,955 cm3 mol-1. Beziiglich der Proble-
00
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Abb. 1 Abb. 2

Abb. 1. Reduzierter thermischer Spannungskoeffizient von Argon. Die

von der Sattigungslinie (zwischen den Punkten © bzw. A) wegfithrenden

Kurven stellen Isochoren bei verschiedenen reduzierten Dichten d/d. dar.

Die ausgezogenen Linien sind exper. Ergebnisse (e) (siehe 7), die strichlierten
wurden mit Hilfe von Gl. (8) und (10) berechnet (b)

Abb. 2. Reduzierter thermischer Spannungskoeffizient von Methan, Koh-

lenstofftetrachlorid und Benzol. Alle Zeichen haben die gleiche Bedeutung

wie in Abb. 1. Die Werte fiir CCly und CgHg am kritischen Punkt unter-

scheiden sich nur wenig vom Wert des Methans: OCly = 7,08 (exp.) und’
6,10 (berechnet); Ce¢Hg = 7,08 (exp.) und 5,85 (berechnet)

0
04

matik der Wahl des ,,besten* HK-Durchmessers sei auf 27 28 hin-
gewiesen.

Fiir Argon ist eine gute Ubereinstimmung des berechneten Spannungs-
koeffizienten mit dem experimentellen festzustellen (siehe oben). Mit
zunehmender Abweichung von der Kugelgestalt, d. h. mit zunehmender
Anisotropie der Wechselwirkung, wird diese Néherung jedoch immer
schlechter. Mit anderen Worten, fiir relativ komplexe Fliissigkeiten,
wie CCly oder Benzol, kann der van der Waals-Parameter a in Gl. (1)
nicht mehr als temperaturunabhingig angesetzt werden.
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Temperaturabhangigkeit

Die Berechnung der Temperaturabhéngigkeit von vy aus Gl. (8) stellt
einen wichtigen Test auf die Anwendbarkeit des Modells dar. Die
Anderung von yy von Argon lings der Sdttigungskurve wurde mit
Hilfe von Gl. (10) und (8) ermittelt. Abb. 1 zeigt den Verlauf des redu-
zierten thermischen Spannungskoeffizienten in Abhangigkeit von der
reduzierten Temperatur zwischen Tripelpunkt (7%) und kritischem
Punkt (T,). Fir die Berechnung wurde angenommen, dafl 7 im betrach-
teten Temperaturbereich konstant ist. Die Ubereinstimmung mit dem
Experiment ist gut. Abb. 2 zeigt die Temperaturabhingigkeit von vyv
entlang der orthobarischen Kurve fiir Methan, Kohlenstofftetrachlorid
und Benzol (die experimentellen Werte wurden ' entnommen). Wie
erwartet, zeigt Benzol die gréften Abweichungen von der berechneten
Kurve.

Von. groBem theoretischen Interesse ist die Anderung von yy mit
der Temperatur entlang einer Isochoren. Aus Gl. (8) erhdlt man

(ayv) 12RI 2y + 242 —y3
2 I

6RT [dl 2y + 292 —y> o, 2y + 1042 —l—y3——y4]
volar - (t—pt (1 —yp3 ’

Da der zweite Term im allgemeinen kleiner ist als der erste und ! immer
negativ ist, ergibt sich fiir (¢ vy /0 T')v ein negativer Wert. Fiir Tempera-
turen in der Nahe des Tripelpunktes ist dies in Ubereinstimmung mit
den sparlichen experimentellen Resultaten? 2% 30 und mit semiempiri-
schen Abschitzungen mittels einer modifizierten Twit-Gleichung3!-33
(siehe auch weiter unten und Tab. 2). Der Verlauf der Isochoren wurde
fiir Argon bei einigen Dichten iiber einen grofieren Temperaturbereich
berechnet und ebenfalls in Abb. 1 eingezeichnet. Die Ubereinstimmung
mit experimentellen Ergebnissen ist zufriedenstellend, erhilt man doch
qualitativ das Verhalten der realen Fliissigkeit, wahrend fiir den Fall
I =0 die Isochoren parallel zur Abszisse von der Sattigungskurve
weggehen.

Der Temperaturgang des Ausdehnungskoeffizienten eines Systems
harter Kugeln ist von dem der entsprechenden realen Fliissigkeit sehr
verschieden. In der Umgebung des kritischen Punktes wird keine
starke Zunahme des Wertes festgestellt (vgl. dazu auch Ritchie3t).
Abb. 3 zeigt den Verlauf von op einer HK-Fliissigkeit in Abhingigkeit
von T, wobei die gewéhlten Parameter denen von Argon entlang der
Sattigungskurve entsprechen. TFiir die isotherme Kompressibilitat
Br = ap/yy der HK-Flissigkeit ergibt sich somit eine Temperatur-

(11)
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abhdngigkeit, die kleiner ist als die der korrespondierenden realen
Flissigkeit (siche Abb. 4).

Fiir die theoretische Behandlung des fliissigen Zustandes ist der
thermische Spannungskoeffizient und daraus abgeleitete GréBen von
betrachtlicher Bedeutung (siche etwa Hildebrand und Mitarbeiter35-37,
Rowlinson?®, Kohler” und Barton®). Zum Beispiel ist der Volums-
koeffizient der Entropie durch (2 8/9 V)r = yv gegeben und der Volums-

%ply
‘UZM
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Abb. 3 Abb. 4
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Abb. 3. Reduzierter Ausdehnungskoeffizient von Argon entlang der
orthobarischen Kurve; e = experimentell, b = berechnet,

Abb. 4. Reduzierte isotherme Kompressibilitdt von Argon entlang der
orthobarischen Kurve; ¢ = experimentell, b = berechnet

koeffizient der inneren Energie (innerer Druck) ist mit dem Spannungs-
koeffizienten durch die Beziehung (aaiyj = T vy — P verkniipft und
T

daher direkt iiber Gl. (8) zuginglich (P kann in den meisten Fillen
gegeniiber 7' yy vernachlissigt werden). Die Kriimmung der Isochoren,
(@2 P[o T?)y = (0 yr[o T')v, gibt die Anderung der Molwirme Cy mit
dem Volumen wieder:

(©0v[0 Vip =T (0 vyvfo T)v. (12)

Wie bereits weiter oben ausgefiihrt wurde, weisen die experimentellen
Ergebnisse auf einen kleinen negativen Wert hin. Ein negatives Vor-
zeichen bedeutet eine Zunahme von Cp mit dem Druck; eine solche
Zunahme ist tatsdchlich durch direkte kalorimetrische Messungen an
Athanol von Bryant und Jones3® nachgewiesen worden.
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Mit der Beziehung Gl (12) zusammen mit Gl. (11) verfiigt man
iiber eine Méglichkeit der Berechnung dieser schwer zuginglichen Gréfe,
die insbesondere bei einer Diskussion der Anderung von Cy entlang
der orthobarischen Kurve in Termen der Anderung mit Volumen und
Temperatur von Bedeutung ist (vgl. Kokler und Wilhelm 7> 31-33};

o Oy BC’V) ¢Cy .
2 S i - L . 1:
(3T)sat (8T V+(8V)TUsatV (13)

Tab. 2 gibt die theoretischen und experimentellen Ergebnisse fiir
(0 Cvfe V)p fir einige Substanzen wieder. Die theoretischen Werte
(Spalte 1) wurden mit Hilfe von Gl. (11) und unter der Annahme ! =
= const. berechnet. Beriicksichtigt man die Temperaturabhingigkeit
des effektiven HK-Durchmessers nach Barker und Henderson4 4%, so
148t sich daraus d I/d T abschitzen®'. Obwohl die Werte fiir  und des-
halb auch fiir dl/d T nach Barker und Henderson nicht unmittelbar
mit denen von Wilhelm* verglichen werden konnen, erhalt man doch
einen Hinweis auf die GréBenordnung. Solche Schatzwerte wurden
benutzt, um die Ergebnisse der Spaite 2 in Tab. 2 zu berechnen. Be-
achtet man die groBe Unsicherheit der experimentellen Werte, so ist
die Ubereinstimmung durchaus befriedigend.

Zusammenfassend sei nochmals darauf hingewiesen, daf alle me-
chanischen Koeffizienten und die daraus abgeleiteten Gréflen aus
Bezichungen berechnet wurden, die im Prinzip keine anzupassenden
Parameter aufweisen. Die einzigen Materialeigenschaften, die neben der
Dichte der Fliissigkeit eingehen, sind der effektive HK-Durchmesser
und seine Temperaturabhéingigkeit. Diese Daten kénnen in unabhin-
giger Weise gewonnen werden. In jenen Féllen, wo im Rahmen der
einfachen van der Wauals-Theorie kein Beitrag des Kohisionstermes
—a/V zn erwarten ist, kénnen die HK-Ergebnisse direkt mit den
experimentellen Resultaten verglichen werden (etwa bei yp). Am
Beispiel einer einfachen realen Flissigkeit wie Argon zeigt sich, daB
die explizite Einfithrung des linearen Ausdehnungskoeffizienten / eine
wesentliche Verbesserung des Modells bedeutet.

Literatur

Y M. 8. Wertheim, Phys. Rev. Lett. 10, 321 (1963); E. Thiele, J. Chom.
Phys. 39, 474 (1963); C.J. Throop und R. H. Bearman, J. Chem. Phys. 42,
2408 (1965).

? J. D. Bernal und 8. V. King, in: Physics of Simple Liquids (H. N. V.
Temperly, J. S. Rowlinson und G. S. Rushbrook, Hrsg.). Amsterdam: North-
Holland. 1968; G. D. Scoit, Nature 194, 956 (1962).



300 E. Wilhelm:

3 M. N. Rosenbluth und A. W. Rosenbluth, J. Chem. Phys. 22, 881
(1954).

¢ H. . Longuet-Higgins und B. Widom, Mol. Phys. 8, 549 (1964),

5 E. A. Guggenheim, Mol. Phys. 9, 43, 199 (1965).

¢ B. Widom, in: Study week on molecular forces, Pontif. Accad. Seci.
Ser. Varia. Amsterdam: North-Holland. 1967.

7 F. Kohler, The Liquid State. Weinheim: Verlag Chemie. 1972.

8 F. Kohler, Adv. Mol. Relaxation Processes 3, 297 (1972).

¢ 8. E. Wood, O. Sandus und S. Weissman, J. Amer. Chem. Soc. 79,
1777 (1957).

10 N. F. Carnahan und K. H. Starling, J. Chem. Phys. 51, 635 (1969).

1 N. F. Carnahan und K. E. Starling, J. Chem. Phys. 53, 600 (1970).

12 F. Wilhelm, J. Chem. Phys., im Druck.

13 H. Reiss, Adv. Chem. Phys. 9, 1 (1965).

U E. Wilhelm, J. Chem. Phys. 58, 3558 (1973).

15 F. Wilhelm und R. Batfino, J. Chem. Phys. 58, 3561 (1973).

16 J. P. O'Connell und J. M. Prousnitz, in: Applied Thermodynamics
(D. E. Gushee, Hrsg.). Washington, D.C.: American Chemical Society. 1968.

17 . Wilhelm und F. Kohler, Van der Waals Centennial Conference
on Statistical Mechanies, Amsterdam, 27. bis 31. August 1973.

18 B, Wilhelm und F. Kohler, in Vorbereitung.

» J. 8. Rowlinson. Liquids and Liquid Mixtures. London: Butter-
worths. 1969.

28 F. Wilhelm und R. Battino, J. Chem. Phys. 55, 4012 (1871).

21 7. Withelm und R. Battino, J. Chem. Thermodynamics 3, 379 (1971).

22 R. Battino, F. D. Evans, W. F. Danforth und E. Wilhelm, J. Chem.
Thermodynamics 3, 743 (1971).

2 F. Wilhelm und R. Battino, J. Chem. Thermodynamics 3, 761 (1971).

2 . W. Wilhelm und R. Battino, J. Chem. Thermodynamics 5, 117
(1973).

25 I, R. Field, E. Wilhelm und R. Battino, J. Chem. Thermodynamics,
im Druck; teilweise vorgetragen bei 8rd Internat. Conference on Chemical
Thermodynamics, Baden bei Wien, 3. bis 7. September 1973.

26 J. 0. Hirschfelder, C. F. Curtiss und R. B. Bird, Molecular Theory
of Gases and Liquids. New York: Wiley. 1966.

27 E. Wilhelm und R. Battino, J. Chem. Phys. 56, 563 (1972).

28 Th, Dorfmiiller, Ber. Bunsenges. physikalische Chemie 77, 317 (1973).

20 R. H. Gibson und J. F. Kincaid, J. Amer. Chem. Soc. 60, 511 (1938);
R. E. Gibson und O. H. Loeffler, J. Amer. Chem, Soc. 61, 2515 und 2877
(1939); 63, 898 (1941); J. Phys. Chem. 43, 207 (1939).

30 {J. Bianchi, Q. Agabio und A. Torturro, J. Phys. Chem. 69, 4392
(1965).

3L g. Wilhelm, R. Schano, G. Becker, G. H. Findenegg und F. Kobhler,
Trans. Faraday Soc. 65, 1443 (1969).

32 F. Wilhelm, E. Rott und F. Kohler, Proc. 1st Internat. Conf. Calori-
metry and Thermodynamics, Warschau, 31. 8. bis 4. 9. 1969.

33 M. Zettler, H. Sackmann und E. Wilhelm, in Vorbereitung.

34 R.J. Ritchie, Jr., J. Chem. Phys. 46, 618 (1967).

35 E.B. Smith und J. H. Hildebrand, J. Chem. Phys. 31, 145 (1959).



Thermomechanische Eigenschaften eines Systems harter Kugeln 301

38 J. H. Hildebrand und R. L. Scott, The Solubility of Nonelectrolytes.
New York: Reinhold. 1950.

37 H. Benningo und R. L. Scott, J. Chem. Phys. 23, 1911 (1955).

3% 4. F. M. Barton, J. Chem. Educ. 48, 156 (1971).

3 M. O. Bryant und G. O. Jones, Proc. Phys. Soc. Lond. B 66, 421
(1953).

i J. 4. Barker und D. Henderson, J. Chem. Phys. 47, 4714 (1967).

4 E. Wilhelm, unversffentlichte Ergebnisse.

Dr. E. Wilkelm

Institut far Physikalische Chemie
Universitit Wien

Wahringer Strafie 42

A-1090 Wien

Osterreich



